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1 Direzione e lunghezza di un vettore

Sia a un vettori a valori reali. Allora a si puo decomporre in due componenti,
kx1 kx1

* Lunghezza

A=|lal|=,/d a =
kx1 1xkkx1

* Direzione normalizzata

a
v — kx1
kx1 A

con Hkv1|| =1
X

Questa idea si puo estendere ad una matrice simmetrica A a valori reali, che ¢ un insieme di
kxk

vettori. Gli autovalori (eigenvalues) \ e gli autovettori (eigenvectors) normalizzati U, con Hkv | =
x1 x1

1 sono definiti dall’equazione

Av =Xv
kxkkx1 kx1
Ci sono esattamente k coppie ()\;, v; ),j = 1,..., k che soddisfano 1’equazione. Per convenzione,

kx1
gli autovalori sono ordinati in maniera decrescente: \; > Ay > ... > A

1.1 Autovalori e autovettori

* A una matrice simmetrica a valori reali

kxk
. kAk definita positiva <> tutti gli autovalori di kAk sono positivi ,i.e. A\; > 0,7 =1,...,k
X X

. kAk semidefinita positiva < tutti gli autovalori di kAk sono non negativi, i.e. A\; > 0, j =
X X
1,...,k

e A conrango( A) = r < k. Allora A ha r autovalori non nulli, e i rimanenti k — r
kxk kxk kxk

autovalori nulli



* Autovettori normalizzati v; e v; associati ad autovalori distinti A\; # ); sono perpendico-
kx1 kx1

lari, i.e. v} v =0
1ka><1

2 Teorema di decomposizione spettrale

Theorem 2.1. Sia A una matrice simmetrica a valori reali. Allora A si puo esprimere come
kxk kxk

k
A = V A V/ = E /\j ?}j U,~
kExk  kxkkxkkxk J

j=1 kx11xk

dove

. kAk = diag(\1, ..., \x) é una matrice diagonale dove il j-simo elemento diagonale \; ¢ il
X

j-simo autovalore associato ad A
kxk

e Vo= | Ui Uk | dove la j-sima colonna v; é il j-simo autovettore normalizzato
kxk kx1 kx1 el

(Il v; || = 1) associato all’autovalore ),
kx1

o V' e una matrice ortogonale: VV' =V'V = 1T
kxk kxkkxk kxkkxk kxk

22 04

Example 2.2. 2132 = { 04 28

} simmetrica e a valori reali. Otteniamo gli autovalori \y = 3 e

e ] e s )

Ao = 2, a cui corrispondono gli autovalori (normalizzati) v, =
2x1

quindi

2x2

a=3[ Ve | Lvs 2vs e | 22 125 —uvs )

Lemma 2.3.

AT =V AV
kxk kxkkxkkxk

— q q
dove klx\kq = diag(A{,..., A\])
* Se kAk e semidefinita positiva, vale solo per q > 0 razionali, ovvero per ¢ € Q*
X
* Se kAk ¢ definita positiva, vale anche per q < 0 razionali, ovvero per ¢ € Q\°
X

Esempi di applicazioni del Lemma:



A7l = VATV
kxk kxk kxkkxk

A 3= VA2V

kxk kxk kxk kxk

s A2=V A2V

kxk kxkkxkkxk

« Az =V Az V/

kxk kxkkxkkxk

2.1 Decomposizione Spettrale di S

La decomposizione spettrale della matrice simmetrica S ¢
pXp

S =V AV

pXp PXPPpXppXp

Ricordandoche V V/ = V'V = [ , otteniamo

PXppXp PXppXp pXp

tr(S)=te(V AV )=tr( AV’ V):tr(A):Z)\j
pXp PXPPXPPXP PXPPXPPXP e

det( S)=det(V A V') =det(V )det( A)det(V")

pXp PXPPpXppXp pXp pXp pXp

=det( A)det(V V') =det( A)det( I ) = \;
¢ <po) ¢ (pXPpXP) ¢ (pxp) ¢ (po) ;;E J

3 Matrice dei dati ortogonalizzati

Proposition 3.1. Sia S, la matrice di varianze/covarianze di X , definita positiva. Possiamo
pXp nxp
allora ottenere la matrice dei dati ortogonalizzati

7 = H XS 2

nxp nXNNXP pXp

tale per cui

o 7 ha vettore delle medie nullo 0
nxp px1

e 7 ha matrice di varianze/covarianze S? = I
nxp pPXp pXp

Questa trasformazione lineare dei dati originali X si chiama trasformazione di Mahalanobis
nxp



Dimostrazione. 1l vettore delle medie di 7 &
nxp

1 - 1 _
—7'1 ==(87:YX'1 =810 = 0

npxnnxl n  pxp pxnnxl pXp px1 px1

ricordando che

e il vettore delle medie di X enullo: 1 X’ 1 = 0

nxp pxnnx1 px1

* la decomposizione spettraledi S ¢ S =V AV’
PXp pXp PXPpXppXp

« peril Lemma, abbiamo S—2 = V A2V’ simmetrica: (S~2) = (VA V') = VA2V =

pXp PXp pXp pXp pXp PXp pXp pXp PXp pXp pXp

S—3

PXp

La matrice di varianze/covarianze di Z &

nxp
7z 1z S N 1lg ool
S?=-7'H Z =—(52)X' X§3=87255>
PXp nnxpnXnpxn N PXp nXpnXp pXp DPXp pXp pXp

=(VARV )YV AV VARV )= VA2 AAEV

PXPp pXPp pXp  PXPPXPPXP  PXP pXp pXp PXP pXp pXp pPXp pXPp

=V IV =1

PXPPpXppXp pXp

ricordando che

* V' ¢&una matrice ortogonale: V V' = V'V = [
pPXp PXppXp PXppXp pPXp

* diag(ay, ..., a,)diag(by, ..., b,) = diag(aiby, ..., a.b,) = diag(by, ..., b,)diag(a, . .

Riassumendo:

Matrice Vettore delle Matrice di Matrice di

dei dati medie varianze/covarianze correlazione
X T S R
nxp px1 DPXp DPXPp
X 0 SX =9 RX =R
nXxp px1 pPXp DXPp DXp PXp
Z 0 S% = R R? = R
nxp px1 pPXp  pXp PXp  DPXp
Z 0 S% =] R =1
nxp px1 PXp  DPXp DXp DXp

. Gyg)

]



4 Decomposizione in Valori Singolari

Si possono generalizzare le idee della Decomposizione Spettrale per ottenere la Decomposizione
in Valori Singolari (Singular Value Decomposition) di una matrice rettangolare Ak.
mX

Theorem 4.1. Sia Ak una matrice rettangolare a valori reali. Allora esiste una matrice ortogo-
mX

nale U e una matrice ortogonale V tali che
mXxXm

min(m,k)

A=U AV = E 5 w; v
mxk  mxmmxkkxk i Y
m><11><k

dove la matrice A ha elemento di posizione (j,j) paria d; > Oper j = 1,... min(m, k) e gli

mxk
altri elementi pari a 0.
Le costanti §; > ... > Owin(m,k) SOno dette valori singolari di Ak.
mX

Observation 4.2. Abbiamo che

* ivettori v; e u; della SVD di A sono gli autovettori normalizzati delle matrici simme-
kx1 mx1 mxk

triche K = A A e M = A A, rispettivamente

kxk kExmmxk mXxXm mxkkxm

* ivalori d; della SVD di A sono la radice quadrata degli autovalori > 0 della matrice K

mxk
(o, equivalentemente, della matrice M)

Sia A con rango( Ak) =r < min(m, k).
X
Le k: colonne di V sono gli autovettoridi K = A" A

kxmmxk

AVA=VANU U AV =VANAV

kxmmxk kxkkxmmxmmxmmxkkxk kxkkxmmxkkxk
AZ 0
_ v X rx(k—r) V' = VKAK<VK>/
kexk 0 0 kxk  kxkkxk® g,

(k=r)xr (k—r)x(k—r)

Le m colonne di U sono gli autovettoridi M = A A’

mxm mxkkxm

A =U AV VAU =UAANTU

mXxkkxm mxmmxkkXxkkxkkxmmxm mxmmxkkxmmxm

A2 0
= U rXr rx(m—r) U/ — VM AM (VM)/
mXm O O mXm mXmmXm

(m—r)xr (m—r)x(m—r) mxm



. _ 311 A
Example 4.3. Sia 2133 =1 _1 31 } Allora M = AA" =
: 1/v2
12 e A = 10 e autovettori vM = [J\/ﬁ] e v = {
10 0 2
0 10 4 | con autovalori \¥ = 12, \i = 10 e \Y = 0 e autovettori v
2 4 2

2/\/5

1/4/30

11 1
1 11

1/v2

con autovalori \XM

}. Inoltre K = A'A

1/v6
2/V6 |,
1//6

~1/v2

K _
1

vl = | —1/V/5 | evf = 2/v/30 |. Quindi abbiamo
0 —5/v/30
A = /A (oI 4+ /N0 (i) = dyug v + daugt

La decomposizione in valori singolari puo essere anche espressa in funzione del rango r di A.

* Sia A con rango(
mxk mx

o A? = diag(?, ..

rXT

Ak) =r < min(m, k).

L2 AS0dK = A A (0diM= A A)

Possiamo scrivere

xmmXk mxkkxm

.,02) i cui elementi diagonali sono gli 7 autovalori non nulli \XX > \K >

Z(Sj U; v;

/

J
mx11xk

r
A=U AV =UAV =
mxk mxXmmxkkxk mXrrXrexk —1
J:
con
. U :[ Uy Uy :|
r
- mx1 mx1
° V :[ /Ul /UT i|
T
kxr kx1 kx1
» A, =diag(éy,...,0,) cond; >0

TXT



