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Example 0.1. /. Determinare le componenti principali relative alla matrice di varianze e cova-
rianze
5 2
=12 3
2. Si calcoli la proporzione di varianza spiegata dalla prima componente principale

Dimostrazione. 1. L’equazione caratteristica associata a S risulta A> — 7\ + 6 = 0 e ha soluzione
)\1 =6e )\2 =1.
Gli autovettori normalizzati risultano rispettivamente
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) ==
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La prima componente principale € pari a :

~ 2 1 -
H:XU1:%X1+%X2

e la seconda componente principale:

. 1 - 9
%:XUQZ_EXl‘i‘%XZ

2. Si ottiene la seguente proporzione di varianza spiegata :

A1
AL+ Ay

= (.86 (1)

Proprieta: Sia 12 1a matrice di varianze e covarianze di Z, matrice dei dati standardizzati:

1 r
o[



Se r > 0 due autovalori di R sono

M=1+7r =1-—7r

1 1
S
V2 2

Infine i punteggi delle componenti principali risultano

I pesi associati sono pari a

1 1
Yi1 = E(zzl + 2i2) Yi1 = E(Zzl — Zi2)

O

Example 0.2. Partendo dalla matrice di varianze e covarianze dell’esercizio precedente, calcola-
re nella matrice di correlazione R.

1. Determinare le componenti principali a partire da R e la proporzione di varianza spiegata dalla
prima componente.

2. Confrontare i risultati con quelli ottenuti nell’esercizio precedente e commentare la risposta

3. Si calcoli la correlazione tra il k-simo vettore dei punteggi vy, per k = 1,2, e la j-sima colonna
nx1
di Z,ie z;,perj=12.

nx1

Dimostrazione. 1. Partendo da S dell’esercizio precedente si ottiene la seguente matrice di corre-
lazione

1 2
~ Ve @)
s 1
Per la proprieta sopra dimostrata risulta:
2 2
M =1 - =1.63 A=1—1/-=0.36
P \/g ? 5
1 1 1 1
Ul — V= T = /U/ — —_—, =
1 1
i1 = —=(Zi,1 + 2 i1 = —=(Zi1 — %
Yi \/5( 1 ,2) Yia \/5( 1 ,2)
La varianza spiegata € pari a:
A1
= 0.81 5
A1+ Ao ®)

2. I risultati non coincidono in quanto I’analisi delle componenti principali non € invariante ri-



spetto trasformazioni di scala pertanto quando si effettua 1’analisi é necessario valutare se farla a
partire da X oda Z.

3. Ricordando che la correlazione tra z; e 1 punteggi uy, € pari a v; v/ A
Segue:

~ /(0.36) ~ /(1.63)

cor cor — —\/ZO -36)
Y1,21 \/5 Y1,22 \/§
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Example 0.3. Si supponga che la matrice dei dati X consista di due colonne x, e x5 tali che
nxl nxl1

T9 = 2x1. Determinare autovalori e autovettori della matrice di correlazione R di X. Qual ¢ la
percentuale di varianza spiegata dalla prima componente principale?

Dimostrazione. La matrice di correlazione ¢
o 11
|11
di rango 1, quindi un autovalore deve essere pari a 0. Gli autovalori si possono ottenere risolvendo

1

1— A
0:|R—)\I|:[ D,

]:(1_A)2—1=A2—2A:A(A—2)

quindi gli autovalori sono \; = 2 e Ay = 0. I corrispondenti autovalori v; = (vy1,v21) €
2x1

vy = (v12, v2)" sono la soluzione di

2x1
1-— )\j 1 V1 . 0
1 1— )\j Vo o 0

Per j = 1 otteniamo vy; = vy, € considerando il vincolo di lunghezza unitaria || v, ||*? = v?, +
2x1

v3, = 1, segue vy; = 1/+/2 (oppure vy; = —1//2).
Per j = 2 otteniamo vy5 + v92 = 0 e quindi v15 = —w99. Considerando il vincolo di lunghezza
unitaria || vy |2 = 1 otteniamo vy, = 1/+/2 (oppure vy, = —1/4/2). Riassumendo

2x1

v =
2x1

el w0

2x1
Si noti che il segno degli autovalori non ¢ univocamente determinato. La percentuale di varianza
spiegata dalla prima componente & A; /p = 100%. [



Example 0.4. Supponiamo che alla matrice dei dati X sia associata la varianze/covarianze
nxp

S = diag(si1,- - -, spp) con sy > ... > sy, > 0. Per questa particolare matrice di varianze/co-
varianze, ha senso effettuare ’analisi delle componenti principali? E I’analisi delle componenti
principali basata sulla corrispondente matrice di correlazione R? Giustificare le risposte.

Dimostrazione. Gli autovalori di S sono la soluzione di
det(S — )\]) = (811 — )\)(522 — )\) cee (Spp — )\) =0

quindi /\1 = S11y-- -, Ap = Spp-
Per determinare il j-simo autovettore di S bisogna risolvere

Svj = A\jv;
Si osservi che vale
diag(si1,-- -, spp)v; = ;U]
per v; = (vij,...,v;;) dove vy, =1lew;, =0perk # j.

px1
Segue che (s;;, v;) ¢ la j-sima coppia di autovalori-autovettori di .S.
Concludiamo che le p componenti principali corrispondono alle variabili originali, i.e. y; =
nx1
Xv; = 7, con matrice dei punteggi ¥ = XV* = XTI = X.
! nx1 nxp
Si osservi che in questo caso 1’analisi delle componenti principali non comporta alcun vantaggio.

Un risultato analogo si ottiene considerando la matrice dei dati standardizzati Z e la relativa

matrice di correlazione R = I: abbiamo Rv; = lv; e quindi (1,v5) & la j-sima coppia di
autovalori-autovettori di /2. Segue che le p componenti principali y; corrispondono alle variabili
standardizzate z;. 0

Example 0.5. Supponiamo di aver ortogonalizzato i dati attraverso la trasformazione di Mahala-
nobis, ottenendo cosi la matrice Z. Ha senso effettuare I’analisi delle componenti principali sui
dati ortogonalizzati Z ? Giustificare la risposta.

Dimostrazione. No, non ¢ utile. La motivazione € che la matrice di varianze/covarianze dei dati
ortogonalizzati Z = X S~1/2 ¢

7 — lZ’Z — 15—1/25('5(S—1/2 — g-l/20g9-1/2 _ |
n n pxp
quindi le componenti calcolate su Z principali coincidono con Z. O

Example 0.6. Si consideri la seguente matrice dei dati

-3 1
1 =05

X = [l‘l 1'2] = 0 —1
5x1 5x1 —1 =05

3 1



Calcolare il vettore dei punteggi v, relativo alla prima componente principale basata sulla ma-
5x1

trice di varianza/covarianza di X e la corrispondente proporzione di varianza spiegata.
Dimostrazione. 11 vettore delle medie di X ¢ I, = (0,0), quindi X = X. Svolgendo i calcoli si
X

oo [4 00
S_EXX_{O 0.7}

ottiene

quindi sfruttando il risultato precedente gli autovalori di S sono A\; = 4 e Ay = 0.7 con rispettivi

autovettori v; = (1,0)" e vy = (0,1)". I punteggi della prima componente principale sono y; =
5x1 5x1

e la varianza spiegata & Ay /(s11 + S22) = 4/(4+0.7) = 85.1%. Infine i punteggi delle componenti
principali risultano

1 1
Yinl = E(zz’,l + 2i9) Yinl = E(zm — Zi2)

]
Example 0.7. Alla matrice dei dati standardizzati Z e associata la seguente matrice di correla-
nxp
zione:
1 7 r
ro 1 r
R =
pPXPp e
roor 1

Questa matrice di correlazione descrive p variabili ugualmente correlate.
Per r > 0, gli autovalori-autovettori di R risultano

M=1+p@-Ur, vi=1/\p,....1//p)

e
1 )
N=1—r v=(—= S , - . -0,...,0), j=2,...,p
VU1 V-1 V-1
i1
Scrivere I’equazione della prima componente principale di Z. i.e. 1y, = Zwv; e calcolare la
nx1

proporzione di varianza spiegata. Per quali valori di r e p la proporzione di varianza spiegata
dalla prima componente principale risulta elevata? Fornire un esempio numerico.

Dimostrazione. La prima componente principale ¢ proporzionale alla somma delle p variabili
standardizzate:



e spiega una proporzione di varianza pari a

A 1 —1 1-—
A1+ )7”_TJr r

p p p

quindi \; /p ~ r per r prossimo a 1 oppure p molto grande. Ad esempio, se r = 0.8 e p = 5, la
prima componente principale spiega 84% della variabilita. U

Example 0.8. Si consideri I’analisi delle componenti principali sui dati standardizzati Z2 con la
nx

[11]

dove 0 < r < 1. Si consideri ora una trasformazione di scala: y, =cz e Yy, = zo perc > 0.
nx1 nxl nx1 nx1

Determinare la matrice di varianze/covarianze di Y2 = [y1 yo] e i relativi autovalori.
nx

seguente matrice di correlazione

Dimostrazione. Abbiamo Y = Z A’ per

;e 0]
e

quindi
2
SY:ARA’:ARA:[C }
cr
Gli autovalori si possono ottenere risolvendo

2\ cr

Y _| ¢ _
s —m—[ - 1_A]_0

quindi (¢ — A)(1 = \) — ?r2 = X2 — X\(1 + ¢?) + (1 — r?) = 0 ha come soluzione

\ (1+) £/ (1+2)2—42(1—r?) _(1+)+ V(1 —¢2)? —4der?
2 2

Example 0.9. Data la matrice di correlazione

nel

dove r ¢ il coefficiente di correlazione tra le due variabili X, e X,, si trovino le componenti
principali. Qual e I’ordine delle componenti principali trovate?



Dimostrazione. Le componenti principali sono le combinazioni lineari

Y; = ai X +ay X, = (a)'X

X, ) . ) )
con X = b% che, sequenzialmente, massimizzano la varianza e sono tra loro incorrelate. Af-
2

finche cid accada il coefficiente a' deve essere 1’i-esimo autovettore normalizzato associato a R.
Dall’equazione caratteristica
(1-=AN?—=7r*=0
si ricavano gli autovalori Ay = 14+7re Xy =1—r1.
Per trovare 1 corrispondenti autovettori si risolve il sistema

Ra' = \a’, i=1,2.

Per =1 risolvendo il seguente sistema

sotto il vincolo di norma unitaria dell’ autovettore, troviamo la soluzione

1%

Procedendo in modo analogo per =2, troviamo 1’autovettore normalizzato
2 _ [ 1/V2
—-1/ V2

Quindi, le due componenti principali sono

}/1—%()(14—)(2) € Yé—%
La varianza spiegata dalle due componenti principali ¢ data dai rispettivi autovalori \y = 1 + r
e Ay = 1 — r. Notiamo che esse dipendono dal parametro r, quindi 1’ordine delle componenti
principali pud dipendere da r e, infatti, notiamo che se r > 0, \; > )y, altrimenti accade il
contrario. Se r = (, gli autovalori sono entrambi pari a 1 e le variabili di partenza X; e X5 sono le
componenti principali, essendo tra loro incorrelate.

(X1 — Xa)

Observation 0.10. Sappiamo che I’analisi delle componenti principali non e invariante per cam-
biamenti di scala, quindi la PCA condotta a partire dalle variabili di partenza moltiplicate per
qualche coefficiente non dara gli stessi risultati della PCA condotta sulle variabili di partenza.
Inoltre, se ci sono grandi differenze nelle varianze delle variabili di partenza, c’é il rischio che la
PCA condotta sulla matrice di varianza e covarianza sia influenzata pesantemente dalle variabili
ad alta varianza, che risulteranno molto probabilmente tra le prime componenti principali.

Fare PCA a partire dalla matrice di correlazione equivale a fare PCA sulle variabili di parten-
za standardizzate (media 0 e varianza 1) e cio permette di ovviare agli eventuali problemi sopra
descritti.






