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Dati Esami

• Voto agli esami
• n = 202 studenti maschi
• p = 6

Variabili:
• Gaelic (non-math)
• English (non-math)
• History (non-math)
• Arithmetic (math)
• Algebra (math)
• Geometry (math)
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Dati Esami: Correlazione
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Assunzioni

Se assumiamo che f e u hanno distribuzione congiunta Gaussiana con

f
k×1
∼ Nk( 0

k×1
, I
k×k

), u
p×1
∼ Np( 0

p×1
, Ψ
p×p

)

allora x segue una distribuzione Gaussiana

x
p×1

= µ+ Λf + u ∼ Np( µ
p×1

,ΛΛ′
p×p

+ Ψ
p×p

)

Si noti che abbiamo rilassato l’assunzione E(x) = 0, che equivale a
µ = 0
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Funzione di log-verosimiglianza

`(X;µ,Σ) = −1
2n log |2πΣ| − 1

2

n∑
i=1

(xi − µ)Σ−1(xi − µ)′

= −1
2n log |2πΣ| − 1

2ntr(Σ−1S)− 1
2n(x̄− µ)Σ−1(x̄− µ)′

Sostituendo µ̂ = x̄

`(X; µ̂,Σ) = −n2
{

log |2πΣ|+ tr(Σ−1S)
}

e per Σ = ΛΛ′ + Ψ otteniamo

`(X; µ̂,Λ,Ψ) = −n2
{

log |2π(ΛΛ′ + Ψ)|+ tr[(ΛΛ′ + Ψ)−1S]
}
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Stima di massima verosimiglianza

Massimizzare

`(X; µ̂,Λ,Ψ) = −n2
{

log |2π(ΛΛ′ + Ψ)|+ tr[(ΛΛ′ + Ψ)−1S]
}

rispetto a Ψ e Λ

Stima iterativa

1 Per Ψ fissato, massimizza numericamente per Λ
2 Per Λ fissato, massimizza numericamente per Ψ

Commenti:
• Implementata nella funzione R factanal()
• Si possono ottenere casi di Heywood
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Dati Esami: FA con k = 2 e stima di MV

• Stima di MV: ĥ2
1 = λ̂2

11 + λ̂2
12 = (0.553)2 + (0.429)2 ≈ 0.490

• Primo fattore: intelligenza generale
• Secondo fattore: abilità matematica vs abilità verbale
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Rotazione dei pesi fattoriali
• Per la rotazione dei pesi fattoriali Λ

p×k
, dobbiamo cercare una

matrice ortogonale A
k×k

(A′A = AA′ = I) tale per cui i pesi
fattoriali ruotati Λ

p×k
∗ = Λ

p×k
A
k×k

sono più facilmente interpretabili

• A
2×2

=
[

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

]
rotazione oraria per k = 2

• Questo non cambia la soluzione del modello, solo la sua descrizione
• Situazione desiderata per i fini interpretativi:

- i pesi fattoriali sono tutti grandi e positivi o prossimi a 0 (con pochi
valori intermedi)

- ogni variabile osservabile è legata in modo pesante al più ad un solo
fattore

• Per k > 2 il metodo varimax identifica la rotazione massimizzando
un’opportuna funzione dei pesi fattoriali ruotati che misura la
variabilità dei pesi
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Dati Esami: rotazione dei pesi fattoriali

• Primo fattore: abilità matematica
• Secondo fattore: abilità verbale 11 / 25



Verifica d’ipotesi sul numero di fattori

• Un vantaggio della stima di massima verosimiglianza e che
permette un test di ipotesi sul numero di fattori

• Ipotesi nulla H0: il modello fattoriale con k fattori è corretto

Σ = Λ
p×k

Λ
k×p
′ + Ψ

• Ipotesi alternativa H1: Σ è una matrice definitiva positiva diversa
da quella specificata sotto l’ipotesi nulla

• Rifiuto l’ipotesi nulla con un p-value ≤ 5%
• Test sequenziali: parto da k = 1, se rifiuto proseguo con
k = 2, 3, . . . fino a quando fallisco di rifiutare l’ipotesi
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Test rapporto di verosimiglianza
• Siano Λ̂ e Ψ̂ le stime di massima verosimiglianza per il k
specificato dall’ipotesi nulla

• La statistica test rapporto di verosimiglianza è data da

T = −2 log
(MV sotto H0

MV
)

= n log
( |Λ̂Λ̂′ + Ψ̂|

|S|

)
e sotto H0 segue asintoticamente una distribuzione

χ2
1
2 [(p−k)2−p−k]

• Il p-value del test si calcola come Pr(χ2
1
2 [(p−k)2−p−k] > t) dove t è

il valore osservato della statistica test
• L’approssimazione χ2 può essere migliorata utilizzando la statistica
test con la correzione di Bartlett:

TBartlett = [(n− 1)− (2p+ 4k + 5)/6] log
( |Λ̂Λ̂′ + Ψ̂|

|S|

)
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Distribuzione di f |x

Se assumiamo che f e u hanno distribuzione congiunta Gaussiana con

f
k×1
∼ Nk( 0

k×1
, I
k×k

), u
p×1
∼ Np( 0

p×1
, Ψ
p×p

)

allora la loro combinazione lineare x ha distribuzione gaussiana

x
p×1

= Λf + u ∼ Np( 0
p×1

,ΛΛ′
p×p

+ Ψ
p×p

)

e la distribuzione di f condizionata ad x è anch’essa Gaussiana:

f
k×1
| x
p×1
∼ Nk(Λ′(ΛΛ′ + Ψ)−1x, I − Λ′(ΛΛ′ + Ψ)−1Λ)
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Punteggi fattoriali
• I punteggi fattoriali f̂

k×1
= (f̂1, . . . , f̂k)′ sono le “stime” delle

variabili non osservabili f
k×1

= (f1, . . . , fk)′

• Nel metodo di Thompson i punteggi fattoriali corrispondono alla
(stima della) media di f |x:

Ê(f |x) = Λ̂′(Λ̂Λ̂′ + Ψ̂)−1x

In pratica si preferisce utilizzare S−1 (o R−1) al posto di
(Λ̂Λ̂′ + Ψ̂)−1

• Per l’i-sima osservazione xi (centrata):

f̂i = Λ̂′S−1xi

• Per l’i-sima osservazione standardizzata zi

f̂i = Λ̂′R−1zi
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Punteggi fattoriali

• Nel metodo di Bartlett i punteggi fattoriali sono calcolati come
soluzione al problema di minimizzazione

f̂ = arg min
f

(x− Λ̂f)′Ψ̂−1(x− Λ̂f)

dove Λ̂ e Ψ̂ sono le stime di MV (che soddisfano il Vincolo 1)
• Per l’i-sima osservazione xi (centrata):

f̂i = (Λ̂′Ψ̂−1Λ̂)−1Λ̂′Ψ̂−1xi

• Per l’i-sima osservazione standardizzata zi

f̂i = (Λ̂′Ψ̂−1Λ̂)−1Λ̂′Ψ̂−1zi
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Stock-Price Data

• Rendimento (settimanale) di cinque titoli
• Gen 04 - Dic 05
• n = 103
• p = 5

Variabili:
• JP Morgan (bank)
• Citibank (bank)
• Wells Fargo (bank)
• Royal Dutch Shell (oil)
• Exxon-Mobil (oil)
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Stock-Price Data: correlazione
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Stock-Price Data: stima di MV

• Primo fattore (ruotato): bank
• Secondo fattore (ruotato): oil

• Proporzione di varianza spiegata dal j-mo fattore =
∑p

i=1 λ̂
2
ij

p
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Stock-Price Data: residui

Massima Verosimiglianza
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Stock-Price Data: test di k = 2

Ipotesi nulla

H0 : Σ = ΛΛ′ + Ψ (k = 2)

Statistica test

n ln |Λ̂Λ̂′ + Ψ̂z|
|R|

= n ln 0.17898
0.17519 = n ln 1.0216

p-value

P(χ2
1 > n ln(1.0216)) ≈ 0.138 > 5%

(p-value = 0.15 utilizzando la correzione di Bartlett)
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Stock-Price Data: punteggi fattoriali
Decomposizione di R

Una osservazione

Metodo di Bartlett

Metodo di Thompson
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Stock-Price Data: punteggi fattoriali
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