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Interpretazione geometrica

Spazio delle variabili

e del vettore delle medie (trasposto) 1:%’ =[Z1,...,%j,...,Zp| come
xp
baricentro delle n unita statistiche = = u},i=1,...,n,
1xp 1xp

interpretate come n punti p-dimensionali

Spazio delle osservazioni

e della devianza ns;j;, j = 1,...,p come quadrato della lunghezza
del vettore 7; scarto dalla media, ovvero || Z; ||?
nx1 nx1
e della codevianza nsj, j # k =1,...,p come prodotto
~ ~ ~/ ~
(T, Tp) = T Ty
1Xnn><1
e della correlazione rj;, j # k = 1,...,p come coseno dell'angolo

formato dai vettori Z; e I
nx1 nx1 g

N



Esempio

Altezza Peso
Tizio 180 70
Caio 160 50
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Spazio delle osservazioni
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Spazio delle variabili: n punti p-dimensionali

_ i o, o,
/ /
x21 $22 “ . $2j “ e x2p "EQ u2
X pu— ) ) » ) pr— / pr— ,
nxp Tl €2 - Tij o Tip X; u;
/ /
L Tnl Tn2 - Tpj - Tpp | L Ty L Up
dove = = w) = [xj1 - 45 Tin) & I'i-simo vettore riga
1xp 1xp

L'i-sima riga di X contiene il profilo dell’i-sima unita statistica



Vettore delle medie =z

px1
Vettore delle medie:
x1
r = | x;
px1 J
Tp
Il vettore delle medie trasposto
7/ - —_ —
Ixp [ 1 J p]

puo essere interpretato come il baricentro di n punti p-dimensionali
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3 punti 2-dimensionali e baricentro

variabile 1  variabile 2

unita 1 4 1
unita 2 -1 3
unita 3 3 5

4 1

3X2 =| -1 3

8 3 5

=/
%o = [ 2 3 }
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3 punti 2-dimensionali e baricentro

unita 3o

unita 2o Xe

unita 1o

variabile 2

|
N
o
N
IS

»j({
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Outline
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Spazio delle osservazioni: p vettori n-dimensionali

dove z;
nx1

T11
Z21

Tnl

T12
Z22

Tn2

wlj

l‘ij

aclj
CL‘gj

xlp
l’zp

p—y :1:1 "E2 DY J/‘] .. l‘p
nx1 nx1 nx1 nx1

e il j-simo vettore colonna
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2 vettori 3-dimensionali

variabile 1  variabile 2
unita 1 4 1
unita 2 -1 3
unita 3 3 5
4 1
X =|-1 3
3Ix2
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2 vettori 3-dimensionali

€euun

variabile P2

unita 2

16
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Vettore scarto dalla media

Consideriamo il vettore scarto dalla media 7; :

nx1
l’lj — ."Z‘j l‘lj ."Z‘j
Tj = | @ig =5 | = | Tij | — | T | =X
nx1 nx1
l‘n]’ — i‘j xnj CE]'

dove 1 e il vettore unitario
nx1

— % 1

nx1
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Vettore scarto dalla media

| vettori &, e x; 1 sono perpendicolari
J Jn><1

nx1
n
(% il, zj) = lelx T =, Z(:UU zj) =0
n nx1 Tnx1 i=1
Due vettori a e b sono perpendicolari se (a,b) = a’ b = 0; vedi Appendice
nx1 nx1 I1xnnx1
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4 1

2§2_[—1 3]
e [ T B I O B 2
O S B B | 15| | =25

e R A
21;21_21;21 2073 21 | 1

Z1 e 1 1 sono perpendicolari
2% 1 2x1

o, 25 | oor aor
@%”w_mbgf[m15wﬁl_m53%_o
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2 vettori 2-dimensionali

unita 2

[ T

-2 0 2 4 3
unita 1
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3X2: -1 3
8 3 5
4 2 2
fl = I —:fl 11: -1 - 2 = -3
3x1  3x1 3X 3 9 1
1 3 -2
.i‘g = X9 —.21_22311 = 3 — 3 = 0
3x1 3x1 X 5 3 2
Z1 e 1 1 sono perpendicolari
3x1 3x1
2
@1’51:[2 2 2} 3 |=4-6+2=0
1x33x1

1
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2 vettori 3-dimensionali

€euun

unita 2



Vettori scarto dalla media
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Devianza e codevianza

Il quadrato della lunghezza di ; & la devianza

nx1
n
. . — N2
1 |17 = & & = (wi; — T;)> = nsj;
nx1 1xnnx1 i=1

Il prodotto di Z;, e Zj € la codevianza
p 7 k
nx1 nx1

n

Ixn i=1

La lunghezza del vettore a & definita come ||

a || = a’ a ; vedi Appendice
nx1 nx1 IXnnx1
Il prodotto dei vettori a e b & definito come o/ b = 27‘11 a;b;; vedi Appendice
nxl nx1l IXnnx1 =

24 /37



Correlazione

Abbiamo

i N = # 5= [ 5 [ 5 5(6.
(Tj, %) = &) Ty = [T &y [T} Tk cos(Ok)
I1xnnx1l 1xnnx1\[ 1xnnx1

dove 6, & I'angolo formato dai due vettori &; e Zj, quindi risulta che
nx1 nxl1

n n n

D (i = &) (o — Tw) = | D (i = 75), | D (@in, — )% cos()

i=1 i=1 i=1

Il coseno dell'angolo 6, formato da due vettori a e b é definito da
nxl nx1

cos(0qp) = ( a b )/ ( /a a b b ); vedi Appendice
Ixnnx1 Ixnnxl1 Ixnnx1
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Correlazione

La correlazione 7 & il coseno dell'angolo 6;;, formato dai due vettori &; e
nx1

fk .

nx1
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Esempio

4 1 2 -2
X2: -1 3|, 21 =| =3 |, 2 = 0 quindi
3x 3 5 3x1 1 3x1 9

||.i‘1”2 = i‘ll 1;%11 =14 = 3811
X X

|Zo||? = &5 Zo = 8 = 3590
1x33x1

(T1,T9) = T} Ty = —2 = 3519
1x33x1
S12
g = —12 = 189
V 311\/ 522
180°

6° = arccos(—.189) = 100.89°
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Prodotto di due vettori

Siano dati due vettori colonna a1 =
nX

ay

Qi

2%

by

e b = b;
nx1
by,

[l prodotto (inner product) di a e b & definito come

nx1 nx1

!

a b — a . a; a
Ixnnx1 [ 1 ¢ " ]
Sinotichevale ¢’ b = b a .

Ixnnx1 Ixnnx1

by

n
:a1b1+.‘.+anbn :Zalbl
i=1
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Lunghezza di un vettore

ai
La lunghezza (norma, modulo) di un vettore a = a & definita
nx
an
come
| a ||=+/a?+ a a
nx1 Ixnnx1
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Lunghezza di un vettore

4
~1
o Il = VE+(=1)? = VIT = 4.123106

La lunghezza di a =
2x1

La lunghezzadi a = | —1 | ¢
3x1 3

o ll = v+ )2+ 32 = /26 = 5.09902
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Vettore unitario

Il vettore unitario 11 & definito come
nx
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Angolo fra due vettori

2x1

Siano dati due vettori a = l a1 ] e b = [ by ]
2x1
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Angolo fra due vettori

Dalla figura, I'angolo 6 puo essere rappresentato come differenza tra gli
angoli 6, e 8,. Per definizione

b
cos(,) = L, cos(by) = Tl
ol A

b

sin(6,) = H 2 Tk sin(6p) = || b2
251 2x1H

e ricordiamo la formula di sottrazione di archi:

cos(f) = cos(Oy — 0,) = cos(by) cos(6,) + sin(6y) sin(d,,)
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Angolo fra due vettori

Di conseguenza I'angolo 6 tra due vettori 8, € le ¢ dato da
X X

cos(f) = cos(fy —07)

- \|bblrua1|r+ubfu|azu
2x1 2x1 231
_arby +agbe
Lalb
a’ b
_ 1x22x1
Lo it
CL/
1x22x1

a a o b
1x22x1V 1x22x1
P
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Angolo fra due vettori

In generale, dati due vettori a e b,
nx1l nx1l

1a/ bl 1a/ bl

cos(0) = Xnnx _ Xnn X
©) | a lll & \/a’a o b
nx1l nxl1 Ixnnx1\ 1xnnx1

Si noti che poiche
e c0s(90°) = cos(270°) =0

e cos(f) =0solose a b =0
Ixnnx1

i vettori a e b sono perpendicolari quando a’ b =0
nx1l nx1 Ixnnx1

36 /37



Angolo fra due vettori

Il coseno dell'angolo tra a = 4 e b = 1 ¢ dato da
2x1 -1 2x1 3

4- 1+( 1)-3 1
V2t (D312 32 J/ITVI0

quindi 6 = arccos(0.0766965) = 1.494024 misurato in radianti.

cosf = = 0.0766965

1 e}
In gradi, abbiamo 6 = 1.494024 - 80 = 85.60129°, ricordando che

m
I'angolo in gradi & uguale all’angolo in radianti per 180°/7
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