Matrice dei dati centrati e standardizzati

Analisi Esplorativa
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Matrice originale X
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Matrice centrata X (traslazione)
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Matr. stand. Z (compressione/dilatazione)
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Dati centrati e dati standardizzati

Abbiamo appena visto che possiamo trasformare (linearmente) la
matrice dei dati originali X per ottenere
nxp

e La matrice dei dati centrati

~ 1

X = ( I ——1 1’) X
nxp nxn nnxllxn/ nxp
e La matrice dei dati standardizzati

- 1 1
Z = X dia e
nxp  nXp 18 <\/811 \/Spp>

e il vettore delle medie

Come sono

e la matrice di varianza/covarianza

e |a matrice di correlazione

dei dati centrati e dei dati standardizzati?

~
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Dati centrati e dati standardizzati

Matrice Vettore delle Matrice di Matrice di
dei dati medie varianze/covarianze correlazione
X x S R
nxp px1 pXp pXp
X 0 SX =g R¥ = R
nXxp px1 pPXp  pXp PXp  DPXp
Z 0 S? =R R =R

nXxp px1 pPXp  PXp PXp  PXp

N



z, S e R in forma matriciale

1

e I :*X’ 1
px1 npxnnx1
1 ~, =~
e S =-X'X
pXp npxnnxp
1
e R=-7Z

PXP  MpXnnXp



Proprieta di H, Se R

1
— =1 1’ &simmetrica e

e La matrice di centramento H = I
nxn nxn nnxllxn
idempotente
e La matrice di varianze/covarianze S e la matrice di correlazione

pXp
R sono semidefinite positive
PXp

La dimostrazione di tutti questi risultati alla lavagna.
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Outline

@ Vettore delle medie &
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Vettore delle medie in forma matriciale
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Outline

@ Matrice dei dati centrati X
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Matrice dei dati centrati

~ 1
X ::< I ——1 1 ) X =HX

nxp nxn nnxllxn/ nxp nxXnnxp

dove

e H e la matrice di centramento
nxn

e [ ¢ la matrice identita (vedi Appendice)
nxn

4
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T11— %1 T2 — T2 o T — T v Tlp — Tp

xr21 — T o2 — T2 Toj — Tj T2p — ITp
i1 — T1 XTio2 — T2 Tij — X Tip — Tp
Tpl —T1 Tp2 — T2 Tnj — Tj Tnp — Tp
r1 T2 Tp
xT1 T2 Ip
X —
nxp
r1 T2 Tp
X -1

nxp nx1l1Xp

1 /
X -=-11X

nxp NnnxllXnnXp

1 ’
I X —--1 1 X
nxnnxp nnxllXnnXp

1

( I ——1 1 )X
nxn nnxllxn
H X

nxnnxp




Outline

© Matrice di centramento H
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Matrice di centramento

1
H=1T--11

nxn nxn nnxllxn
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Matrice di centramento: proprieta

H & una matrice simmetrica
nxn

r1-1 _1 _1 1
_1t M _1 _1
n n n n
1 . . . .
’ : :
H == I -_ — 1 1 == 1 1 1 1
nxn nxn nnxllxn —_= —= 1— —_=
: n n n
1 1 1 1
I m " I=5 ]
Una matrice quadrata A & simmetrica se A = A’; ovvero se a;; =aj;,i=1,...,n,
nxn

j=1,...,n; vedi Appendice
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Matrice di centramento: proprieta

H & una matrice idempotente
nxn

Dimostrazione:
Vedi lavagna
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Centrare la matrice dei dati centrati

Non produce alcun effetto:

Dimostrazione:

HX=HHX =X

nXnnxp nXnnXnnxp nxp
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@O Matrice di varianze/covarianze S



Matrice di varianze/covarianze

1o, o 1
S=-XX=-X"HX

PXp npxnnxp npxnnxnnxp
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T )

nxl  nxl nx1

Ixn |

=X X

pXnnXp
=X'H H X
NXpnXnnXnnxXp

=X H X

NXPRXNNXP

nx1
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Matrice di varianze/covarianze:

S & una matrice semidefinita positiva
pXxp

Dimostrazione:
Vedi lavagna

proprieta



Matrice di varianze/covarianze: proprieta

La matrice di varianze/covarianze calcolata per X risulta uguale alla
nxp

varianze/covarianze calcolata per per X .
nxp

Dimostrazione:
Vedi lavagna

26 /51



Outline

@ Matrice dei dati standardizzati Z



Matrice dei dati standardizzati

Z = XD'/?

nxp nxXp pxXp

dove D Y2 = diag(\/511,. .., /Spp) CO
v 2 iag(\/s11 Spp) €on

B /511 0 0 0o
0 \/@ 0 0
diag(y/s11,- - -5 /Spp) = 0 0 ;’jj 0
i 0 0 0 Spp |

Per la definizione e proprieta di una matrice diagonale, vedi Appendice
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La matrice

1
o 0 --- 0
D_1/2:diag Yoy = i L
pPXp vV S11 \/Spp : e ..
0O --- 0 --- 1
\/ Spp
& la matrice inversa di D /2
PXp
Questo richiede che s11,.. ., spp, siano tutti diversi da 0.
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Moltiplicare X da destra per D~1/2 equivale a moltiplicare la j-sima

Lide pPXp
colonna d| F
r T11—%3 Ti12—To Y
S11 V822 Vs
T21—T3 T2 —To Z2j
7 = S11 S22
nxp
Tn1—T1 Tpa—T2 Tng
L VS11 8§22
11 — 1 T12 — T2
21 — 1 T22 — T2
= 1/2
Ti1 — 1 Tio — X2 Tij X, Tip Tp
| Tn1 — %1 Tn2 — T2 Tnj — Tj Tnp — Tp
= XD /2
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Outline

@ Matrice di correlazione R
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Matrice di correlazione

R =D7Y/2 g p71/2
PXPp PXP PXp PXp
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e Moltiplicare S da sinistra per D~1/2 equivale a moltiplicare I'i-sima riga

PXp pPXp
di S per ——;
pxpp VSii
e Moltiplicare S da destra per D~'/2 equivale a moltiplicare la j-sima
pXp pXDp
. 1
colonnadi S per ——;
pxpp V83
Quindi
S11 S12 S1j .. ___Sip
V8114511 VS11v/ 522 VS11+/Sj35 \V/$11+/Spp
— p-1/2gp-1/2 _ 541 si2 s __sip
pljp_D 5D - VSii/S11 Sii\/ 822 Sii/Sjj Sii/Spp
sp1 5p2 Spj . _sep
VSppV/S11 VSpp\/522 VSpp\/Sjj VSpp\/Spp
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Matrice di correlazione: proprieta

S = DY? R D'/?

pXp PXp pXp pXp

Dimostrazione:
Vedi lavagna
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Matrice di correlazione: proprieta

La matrice di varianze/covarianze calcolata per Z risulta uguale alla
matrice di correlazione calcolata per X.

Vedi lavagna
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Esempio

Matrice
42 4
52 5
4)52 - 48 4
58 3

Vettore delle medie

1
1742 52 48 58 1| [ 50
2x1 - 4 4 5 4 3 1 - 4
1
Matrice di centramento
1 !
H=1T--11
4x4  4x4  41x44x1
1 0 0 O 1 1 1 1
o 1o o 1|11 1 1
- 0 0 1 0 4 1 1 1 1
L0 0 0 1 1 1 1 1
ri1—1/4 —1/4  —1/4  —1/4
| -1/4 1-1/4 —1/4 —1/4
| -1/4  —1/4 1-1/4 —1/4 B
—1/4  —1/4  —1/4 1-1/4
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Esempio

Matrice dei dati centrati:

X =HX
4x2
ri1-1/4 -—1/4 -1/4  —1/4 42 4
| -1/4 1-1/4  —1/4 —1/4 52 5
T -1/4  -1/4 1-1/4 —1/4 48 4
—-1/4 —-1/4 -1/4 1-1/4 58 3
[ -8 0
_ 2 1
B 0
L 8 -1
Matrice di varianze/covarianze
1. -
S =-X'X
2x2 4
-8 0
71 -8 2 =2 8 2 1 B 34 —-1.5
T4 0 1 0 -1 -2 0 ~ | -15 05
8 -1
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Esempio

Matrice di correlazione:

R =D Y25 p-1/2

2Xx2 2x2 2X22X%2
| 1/v34 0 34 —15 1/+/34 0
- 0 1/1/0.5 [ -15 0.5 } 0 1/V/05

= 1 —1.5/(V34/5)
~ | —1.5/(v/34V5) 1

Matrice dei dati standardizzati:

-2 0 1/V/0.5 —2/V/34

-8 0 —8/V/34 0
[ 2 1]{1/\/3*4 0} 2/v3i  1/V05
0 - 0

8§ -1 8/V34 —1/1/0.5
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Outline

@ Appendice: Matrici
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Matrice trasposta

Data una matrice A

nxp
a1 a2 - ai; vt Glp |
a1 a2 -+ Gz - Q2p
A= A =
nxp a1 a2 e Qg e Qip
anl Qn2 *** QApj ' Anp |
la matrice trasposta A’ &
pXn
ail a1 - Gt Gpl |
al2 a2 G2t Gn2
A=A =
pXmn aij azj o Qi 0 Gpg
al1p a2p T Aip e anp |

dove I'operatore trasposizione / fa in modo che le righe vengono invertite con le colonne,
ovvero la prima riga diventa la prima colonna, la seconda riga la seconda colonna etc.




Prodotto fra due matrici

Date due matrici A e B, il loro prodotto & dato da
nxp  pxq

A B =2C

nXppxq nxq

dove I'elemento di posizione (i, j) della matrice C' & definito come

p
Cij = Z aikbkj = ailblj 4+ ...+ aipbpj
k=1

Si noti che il prodotto & possibile fra matrici di dimensioni opportune.
Due matrici possono essere moltiplicate fra loro solo se il numero di
colonne della prima & uguale al numero di righe della seconda.

41/51



Prodotto fra due matrici

B: prows g columns

T

®

biq

OE

-

c1j ciq
| ¢cij Cig
ani ceo @pk ... dpp Cn1 Cnk N

A: nrows p columns C=AxB: nrows q columns

42 /51



Alcune proprieta

Date le matrici A, B e C (di dimensione opportune per definire
I'eventuale prodotto) e una costante ¢

e ¢(AB) = (cA)B

e A(BC) = (AB)C

e A(B4+C)=AB+ AC
e (B+(C)A=BA+CA
o (AB) =DB'A
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Matrice quadrata e matrice simmetrica

Matrice quadrata

Una matrice & quadrata se il numero delle righe € uguale al numero
delle colonne.

Matrice simmetrica
Una matrice quadrata B & detta simmetrica se B = B’, ovvero se
nxn

bz]:b]Z,Z:1,,n7j:1”n
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Matrice identita

E' una matrice simmetrica con valore 1 sulla diagonale e 0 altrove:

10 -~ 0 --- 0
1 v 0 --- 0
L7100 1 0
| 0 0 0 1 |
Data una matrice A , vale
nxp
I A=A

nXnnxXp nxp

ATl = A
nXppXp nxp
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Matrice invertibile

Una matrice quadrata A é detta invertibile se esiste una matrice B
nxn nxn

tale che

A B =B A=1

nxnnxn nxnnxn nxn

Se & questo il caso, allora la matrice B & univocamente determinata
nxn

da A ed & chiamata l'inversa di A , indicata con A1
nxn nxn nxn
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Matrice inversa

Sia A e B tali che le rispettive matrici inverse esistano;
axq  gxq
—1y/ /\—1
e (A =(A
(A7) =4)
e (A B)yl=p1a"!
axqqxq gxq gxq
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Matrice diagonale

E' una matrice simmetrica con valori dy, ..., d, sulla diagonale e 0
altrove:
(dy 0 -+ 0 -+ 0]
0 do - 0 -+ 0
diag(dr,vdn) = | 0 0 a g
0 0 - 0 - dy

Moltiplicare una matrice A da sinistra per diag(d,...,dp) equivale,
nxp

per ogni i, a moltiplicare I'i-sima riga di A per d;; moltiplicare una
nxp
matrice A da destra per diag(dy,...,dy) equivale, per ogni j, a
nxp
moltiplicare la j-sima colonna di A per d;;
nxp
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Matrice diagonale invertibile

Una matrice diagonale diag(dy,...,d,) & invertibile se e solo se i valori
di,...,dy sono diversi da 0. In questo caso si ha:

(diag(dy,...,dp)) "t = diag(1/dy,...,1/dy)
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Matrice idempotente

Una matrice quadrata B e detta idempotente se vale
nxn

B B =B

nxXnnxn nxn
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Matrice (semi)definita positiva

Una matrice simmetrica B & detta semidefinita positiva se vale
pXp

d B a >0 Va
1IxppXppx1 px1

Una matrice simmetrica B ¢ detta definita positiva se vale
PXp

ad Ba >0 Va
IXppXppx1 px1
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